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Questão 1: Termodinâmica

Considere um sistema termicamente isolado consistindo de dois volumes, V e 2V , de
um gás ideal separado por uma parede termicamente condutora e móvel, mas que inicial-
mente se encontra fixa. O gás de volume V tem, inicialmente, temperatura T e pressão
P ; o gás de volume 2V tem, inicialmente, pressão 3P e temperatura T , como mostrado
na figura abaixo.

P, V, T 3P, 2V, T

A parede é então liberada para mover-se. Quando o equilíbrio é alcançado:

(a) (40%) Obtenha a pressão de equilíbrio em termos da pressão P .

(b) (20%) Qual é a variação na energia interna de cada gás e qual a variação da energia
interna total do sistema?

(c) (40%) Qual é a variação na entropia total do sistema? Escreva seu resultado em
termos de P , V e T .
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Questão 2: Ensemble canônico

Um "gás de rede" consiste em uma rede de N sítios independentes, onde cada sítio pode
estar vazio, com energia zero, ou ocupado por uma partícula, com energia ϵ. Além disso,
cada partícula possui um momento de dipolo magnético de módulo igual a µ. Suponha
que, na presença de um campo magnético H, cada momento só pode estar paralelo ou
antiparalelo ao campo. Podemos escrever a energia de cada sítio na forma

E1 = n(ϵ− jµH),

onde n = 0 se o sítio estiver vazio, ou n = 1 se ele estiver ocupado, e j = ±1 dependendo
da orientação do momento em relação ao campo magnético.

(a) (20%) Determine a função de partição canônica de um sítio, Z1(β,H), onde β =
1/kBT .

(b) (20%) Determine a função de partição canônica do gás de rede, Z(β,H).

(c) (20%) Mostre que a energia média do sistema pode ser escrita como

⟨E⟩ = −
(
∂{ln[Z(β,H)]}

∂β

)
H

.

(d) (20%) Calcule a energia interna do sistema U(β,H).

(e) (20%) Calcule a função de magnetização do sistema M(β,H).

Dados:

M = − 1

β

(
∂{lnZ}
∂H

)
β

.
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Questão 3: Estatística de bose-einstein (gás de fônons)

Considere um sólido cristalino tridimensional com energia do estado fundamental dada
por E0. Supondo pequenas perturbações em relação ao estado fundamental, a energia do
cristal pode ser representada pela soma de E0 com a energia de 3N osciladores harmônicos
quânticos independentes, ou seja,

E = E0 +
3N∑
i=1

niℏωi,

onde ni representa o número de quanta de energia associados ao modo de frequência
ωi = vski, onde vs é a velocidade do som no meio em questão e ki o módulo do vetor de
onda associado ao i-ésimo oscilador.

O modelo de Debye considera o cristal como um meio contínuo isotrópico, de volume
V , de modo que ∑

i

→ 3V

2π2

∫ kD

0

dk k2.

A frequência de Debye, ωD = vskD, caracteriza a maior frequência (ou, equivalente-
mente, o menor comprimento de onda) do modo de fônon no sólido.

(a) (20%) Considerando a condição de normalização, onde o número total de estados
até a frequência de Debye ωD é igual ao número de graus de liberdade vibracionais
(3N para N átomos), calcule o valor de ωD.

(b) (30%) Sabendo que a distribuição de fônons satisfaz a estatística de Bose-Einstein,
determine a energia interna do sólido de Debye. Deixe seu resultado em termos da
integral de Debye D(x), definida como:

D(x) =
3

x3

∫ x

0

t3

et − 1
dt

(c) (25%) Analise o limite de alta temperatura e mostre que, nesse limite, a energia
interna satisfaz o teorema da equipartição de energia.

(d) (25%) Determine a capacidade calorífica a volume constante CV do sólido nos limites
T ≪ ΘD e T ≫ ΘD, onde ΘD = ℏωD/kB é a temperatura de Debye.

Dados:

n(ϵ) =
1

eβϵ − 1∫ ∞

0

t3

et − 1
dt =

π4

15
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Questão 4: Modelo de Ising

O modelo de Ising unidimensional ferromagnético a campo nulo é dado pelo hamilto-
niano

HN+1 = −J
N∑
i=1

σiσi+1,

com J > 0 e σi = ±1 para todos os N + 1 sítios.

(a) (40%) Calcule a função de partição ZN+1 e prove que

ZN+1 = 2 [2 cosh (βJ)]N ,

onde β = 1/(kBT ). Dica: Note que HN+1 = −J
∑N−1

i=1 σiσi+1 − JσNσN+1 =
HN − JσNσN+1. Use um procedimento recursivo.

(b) (30%) Obtenha expressões para a energia livre de Helmholtz F , entropia S, e a en-
ergia interna U .

(c) (30%) É possível mostrar que a função de correlação de spin é dada por Γi,j =

<σiσj>−<σi><σj> = [tanh (βJ)]|i−j|, onde |i− j| é a distância entre os sítios i e
j. Mostre que isso significa que a função de correlação decai exponencialmente com
o aumento da distância |i− j| na escala do chamado comprimento de correlação ξ.
Encontre ξ e comente sobre o comprimento de correlação no limite de T → 0.


